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TEORIA DE LA RADIACIO DE PLANCK

® ® a1 ag

A. INTRODUCCIO DE LA HIPOTESI DELS QUANTA

1. Al parlar de radiacié s’ha d’entendre la propagaci6
d’energia radiada en qualsevol de les formes conegudes,
calorifica, eléctrica o lluminosa. El fenomen de la radiacié
s’admet universalment que és de naturalesa electro-mag-
nética, de manera que les teories de la mateixa o han de
ésser les admeses i usuals del Electromagnetisme o han
de ésser teories noves que comprenen a aquelles en una o
altre forma. En la teoria de Planck, que anem a estudiar,
s’admet la teoria de Maxwell complementada per la nova
hipotesi dels quanta d’energia.

Segons el teorema de Kirchhoff, 'estudi de la radiacié
d’un cos qualsevol es pot reduir al de la del cos negre (*).
Sabem també que la radiacié que omple un recinte im-
permeable, suposada en un estat inicial qualsevol, acaba
per arribar a un estat d’equilibri en que té tots els ca-
racters de la radiacié corresponent al cds negre. Per aquest
motiu é que, per a buscar la llei de la radiaci6, se
suposa un recinte impermeable ple de radiaci6 en estal
d’equilibri, o sigui en Uestat més probable.

2. La llei de la radiacié quedara establerta quan co-
neixem la relaci6 que lliga la densitat de I'energia corres-

(*) Vegi’s per exemple, a més de la Bibliografia corresponent a la radiaci6,
qualsevol tractat de Fisica o d’Optica. Vg. els de Bouasse, Chwolson, Wood, etc.
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ponent a les radiacions de freqiiencia determinada amb
aquesta i la temperatura. A aixd s’arriba establint una
serie de relacions encadenades sobre les quals anem a
donar una idea general.

a) Suposem un recinte impermeable ple de radiacié
en estat d’equilibri i en un punt qualsevol un reactiu
d’'aquesta, un electrén, per exemple. Sota 1’accié del camp
electro-magneétic de la radiacid, I'electron oscilara esta-
blintse un equilibri entre 1’energia que emet i la que reb.
Les oscilacions s’anirien esmortint si el recinte no fos
impermeable, peré en la nostra hipdtesi el camp elec-
tro-magnétic de la radiacid, reacciona sobre I'electrén
forsant-lo a vibrar indefinidament. La teoria electro-mag-
netica de Maxwell ens permet determinar la densitat
d’energia del camp per les freqiiencies compresas entre
viv+dy, la qual designarem per wu.dv. Per altra part
podrem calcular I'energia mitjana U de I'electrdn.

Las dues energies estarin lligades per una relacié de
la forma

U=f(u,)

b) Consideracié previa.—Suposem un cés molt gran
que irradia calor, p.e. un gran dipdsit ple d’aigua calenta.
Evidentment que, en un instant donat, hem de suposar
una certa entropia a aquest cds, la qual haura d’augmen-
tar a mida que va transformant-se cedint calor. Aquest
cos suposantlo isolat, pert molta calor sense variar apenas
la temperatura, ja que’l suposem molt gran, i I'entropia,
en lloc d’augmentar, disminuird. Aixo ens diu que hem
d’atribuir entropia a la radiaci6 que’l cos emet a fi que
la suma pugui ésser més gran que l'entropia primitiva
del cos.

Considerem ara un recinte impermeable ple solament
de radiacié en l'estat de la del cds negre. Aquesta radia-
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ci6 que omple el recinte tindra una energia total % cons-
tant i una certa entropia s que haura de ser maxima per
correspondre al estat més probable. D’aquesta condicié
deduirem una relacié entre s, i #%,, suposant que s.,dv
representa l'entropia de les radiacions de freqiiencia com-
presa entre v i v+adv.

S’introduira la nocié de femperatura definida per

ds 1 (¥

du T

c¢) Tornem a considerar el sistema radiaci6 i elec-
trén vibrant en equilibri en el que 'electrén tindra també
certa entropia S. Suposant I'estat de radiacié del cds ne-
gre, I'entropia total haurd de ser maxima, i deduirem aixi
una relacié entre 'entropia S del electrén i la s,dv de la
radiaci6

S=1¢(sy)

d) Hipotesi de Planck.— Aquest fisic eminent suposa
que lenergia de Uelectron mo varia d’'una manera continua
siné que ho fa per quantitats finites anomenades quanta ¢
que depenen vnicament de la fregiiencia propia de Uelec-
trén. Aixi, doncs, en un instant donat, Venergia del res-
sonador és un miltiple enter del quanta corresponent a ell.
Feta aquesta hipdtesi considerem un nombre molt gran
d’electrons de la mateixa freqiiencia i distribuim entre
ells, segons les lleis de I'atzar, I’energia total que’ls corres-
pon, suposant-la constituida per quanta. Aixi trobarem
una relaci6 entre 'entropia de tots els electrons i la seva
energia total; després facilment obtindrem la relaci6 que
lliga 'energia mitjana d’un electrén amb la seva entropia.
D’aquesta manera haurem obtingut quatre equacions en-

(*) Vegi’s que es la definici6 que varem donar en el cas d’'un gas mono-
atomic.

4
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tre les quantitats U, uy, sy, S i T; podrem expressar
doncs, cada una d’elles en funcié de T, i per tant, %, en
funcié de T que és ¢o que’ns proposem.

B. DESENROTLLAMENT DE LA TEORfA (¥)

1. Detallem ara la manera d’establir cada una de les
relacions anteriors.

a) Suposem l'electrén situat a 1'origen de coordena-
des i vibrant segons la direcci6 de l'eix de les x. Les
forces que actuaran sobre d’ell seran una de naturalesa
elastica, altre sera I'esmortiment i per fi 'accié eléctrica
del camp electro-magnétic de la radiaci6. Suposant

m=—massa de I'electrén

e = carrega eléctrica de id. (unitats electroestatiques)
v, = freqiiencia propia de id.

y = » de I'accié del camp

p = coeficient d’esmortiment

2MV=MN, 1 2mV=n

aquestes forces seran respectivament

ax .
— mngx, —zpm o i — e (*¥)

i I'equaci6 diferencial del moviment de I'electrén sera

d*x dx e €3 ..
‘—'+2{)dt+'no %=

as
Mitjangant el teorema de Pointing, es pot calcular p
249 2
que val p= 31::3 representant ¢ la velocitat de la Ilum.

(*) Vegi's Sommerfeld: Taschenbuch fiir Mathematiker und Physiker, Leip
zig, 1913. N
(**) La e de eint s la base dels logaritmes neperians i la ¢ és V-1
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Integrem I’equaci6 anterior. Una soluci6 particular és,
ea 1
m net—nt+ 2inp’
La solucié general de 'equacié incompleta
d*x

EF+ 2p

evidentment, x=be"™ essent b=—

dx .
Zt-+no x==0

é
x=e—P* (A cos n,! + Bsenny)

i per tant la soluci6 general sera

x==e—Pt(A cosnt+ Bsenny) + bei™,

Podem suposar qﬁe’l temps que fa que vibra l'elec-
trén és suficient gran perqué el primer terme (que
correspdn a un moviment periédic amb esmortiment) si-
gui despreciable, i ens queda

x=be'™.
Mes la b es pot escriure aixi

ea  nlA—n:—21np

b=— m (n*—n?)* + (2np)?
i suposant
Fo=(ni—n?)* +(2np)* i fga= mf”_"n,
resulta
e aet =2
e %

o bé, prescindint de la part imaginaria,

ea

mP

=

cos (ni—a)

equaci6é definitiva del moviment de I'electrén.
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Les energies cinética i potencial d’aquest moviment,
seran, respectivament

mrdx\* . m .
dt ! z(m)
L’energfa total en un instant donat, serd, doncs
e3 a’ 2

LY Y
2m % sen(né- t"H-zm %2

i 'energia mitjana

21: 2T
et atn® n e a*n,?: n f
= = 2 (pf— . 2 (nf— =
pymay Pl sen (nt az)dz.’+2 % cos? (nt—a)dt=
ez 2
= 4—m- —‘(”2 + noz)

Aix0 serd l'energia mitjana de I'electrén baix ’acci6é
solament de les radiacions de freqiiencia v. Mes com que
la radiaci6 que omple el recinte é complexe, les diferen-
tes radiacions contribuirdn a l'energia de ’electrén amb
la seva amplitut i freqiiencia.

Fent a*=ajdv = suma de quadrats de les amplituts
de les vibracions de freqiiencia compresa entre v i v-4-dv,
sustituint i integrant per a totes les freqiiencies tin-
drem:

Energia mitjana de l'electrén=T= —f a — (1?4 no?) dv.

Designant per @, un valor mitjd de a% en que v és
molt poc diferent de v, tindrem

o«
_ 2 2
U=23 f E o a.
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d'on (¥)

Designem, segons s’ha dit, per #.dv, la densitat d’ener-
gia de la radiaci6 per a les freqiiencies compreses entre
v i v+dy i calculemla ab ajuda de la teoria electro-mag-
nética de Maxwell. Tenint en compte que el camp de la
radiacié és isotrop, els quadrats dels valors eficagos de les

tres components eléctriques o magnétiques valdran a:?
i tindrem
I avdy 3 2
wuvdy= 8_1?6 =g avdy
o bé
=t

Dels valors de U i %, deduim, tenint en compte la
expressi6é de p,
c3
= Bavet
que és una de les relacions que buscavem.
b) Suposem que el recinte ple tan sols de radiacié

té un volum V. Donat que és impermeable per a la radia-
ci6, la seva energia total # és invariable i vindra expres-

sada per
o«
u =Vf wvdy.
(]

(*) Vegi’s la nota al final de la Conferencia.
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A la vegada l'entropia s de tota la radiaci6 sera evi-
dentment igual a la suma d’entropias de les radiacions
de diferent freqiiencia i podrem escriure

oC
s=Vf svdv

representant s,dv l'entropia de la unitat de volum de les

radiacions de freqiiencia compresa entre v i v+av.
Estant la radiaci6 en l'estat més probable, la seva

entropia haurad de ser maxima a igualtat d’energia total
Expressem aixd i tindrem

3s=0 6 bé f Ssviv=0 i també f ﬁa«m«:o

amb la condicid f ou dv=o0

Multipliquem aquesta per un factor indeterminat

3 .
—7 i sumem les dugues igualtats; resulta

SSV I
f (%“T) Suvdy=0
I, com aquesta té que ésser cero, cualsevol que si-
gui ou,,
8Sv _I_
6uv T

I
Per a veure la significaci6 fisica de 3, donem a tota

la radiaci6 una certa quantitat de calor; augmentara la
seva energia i variara I'entropia i tindrem

ds=V g:'vd dy—=X d fuvdv
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d’on

S
Il
S

Es a dir que entre les variacions de l'entropia i
energia de tota la radiaci6 hi ha la mateixa relacié6 que
entre les corresponents a radiacions de freqiiencia com-
presa entre v i v+dv. Vol dir que la T quant la radia-
ci6 és en l'estat corresponent al cds negre, és una cons-
tant per a totes les freqiiencies; en direm temperatura de
la radiaci6 i la suposarem definida per la relaci6 anterior.

¢) Considerem el recinte ple de radiaci6 i I'electrén
vibrant.

L’entropia total sera la suma de les entropies de la
radiaci6 s i de 'electrén S, és a dir que

x<
Entropia total=S +s  essent s=V f svdv.
o

L’energia total, que serd constant, serd també la
suma d’energies U de I'electrén i # de la radiacié, o sigui

oC
Energia total =U+#» essent =V f Uvdv.
o

Suposant electrén i radiacié en equilibri, I’entropia
total haura de ésser maxima. Tindrem, doncs,

S+V f' 8sviv=0 amb la condici6 SU+V f'auvdv=o.

Practicament, sols tindrin influencia sobre I’elec-
trén les radiacions de freqiiencia molt proxima a la
seva.

Segons aixd, les integrals anteriors podrian reduirse
a un sol element i tindrem

S+ Vasvdv=o0, 3U + Vduvdv=o0
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d’on

la qual cosa ens diu que la temperatura de l'elec-
tron és la mateixa que la de la radiaci6. També
resulta

dS oU

35y Guy

o sigui que entre Si sy hi ha la mateixa relacié que
entre U i w,.

d) Tenim electron i radiaci6 amb equilibri i
anem a buscar una relaci6 entre l'entropia i l’energia
d’aquell. '

Aqui es aon s’introdueix la noci6é dels quanta.

Anem a calcular I'energia mitjana d’un ressonador. Per
aix0, suposem sa vibraci6 influenciada per la serie de les
radiacions monocromatiques. En diversos moments tin-
dra diferents valors que suposarem que obeeixen a les
lleis de I'atzar. Si dintre d’'un temps molt gran, pre-
nem la mitjana de tots aquests valors, tindrem l'energia
mitjana que’s demana. Mes arribar a efectuar aquest calcul
sembla dificil. El suposarem equivalent a aquest altre.
En lloc d’un ressonador, imaginem un gran nombre de
ressonadors iguals. L’energia corresponent a cada un
d’ells, suposarem que representa l'energia d'aquell antic
ressonador tnic em um determinai moment. Es a dir, les
energies sucessives d’aquell ressonador tnic serdn ener-
gies simultanies en un gran nombre de ressonadors. Dis-
tribuirem entre aquests una determinada energia segons
la llei de l'atzar, buscarem la distribucié més probable i
en calcularem la mitjana.

Considerem, doncs, un nombre molt gran N de res-
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sonadors de la mateixa freqiiencia ¢ distribuim lenergia
U entre ells segons les lleis de Vatzar, suposant Uenergia de
naturalesa discreta, es a dir formada per parts indivisi-
bles & que sén els quanta de Planck.

Suposem que hi hagi

N, electrons als que correspongui una cantitat d’energia . oe
P 4

N ottt ittt ittt i ittt ettt sttt tiennnnneanns 26
L 13
Repetint aqui el raonament fet pel cas dels gasos mo-

no-atomics, la probabilitat d’aquesta distribuci6 resulta
ésser

!
i I'entropia
Sn=KI.W
verificant-se
EN,=N i Uyx=ZIZNgne

Aplicant la férmula de Stirling i simplificant, com en
el cas del gas monoatdmic, s’obté

Sy=K (N..N—EN,/.N,)

Com que’s tracta de la distribuci6 més probable, Sy
ha de ésser maxima i per tant, s’ha de verificar

3.W=—X(3N,L.N,+8N,)=—3(.N, +1)8N,=0
amb les condicions
¥8N,=o0 i XN me=o0

Multiplicant aquestes dugues igualtats ultimes res-
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pectivament per A i p, i sumant, resulta com a condicié
de maxim de S

—(x+IN,) + A+ pne=o0
d’on
Ny==eh—1¢pne
Substituint a el valor de Sy resulta
Sy =KNLN—K (\—1) N—Kp.Uy
D’aqui deduim
dSn
oy — K

i segons l’apartat ¢, tenim

Per altra part, de N=2N, es dedueix

n€
—eh=13e KT
d’on .
N—T =l N—IZe KT

Tenim, doncs, determinades les constants . i A i subs-
tituintles al valor de Sy resulta:

Sy=KNl. x -% + X U"

i" i %‘. representaran, respectivament, l’entropia i

energia mitjanes d'un electrén, de manera que tindrem,
definitivament,

- U
S=KI.Ze x'r+-,f
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Amb aquesta relaci6 queden trobades les quatre re-
lacions fonamentals.
El valor de Uy sera

.
Un=er1Znze KT

o bé
UN=\I£nee ::r
TeTKT
d’on
5 _ne
nee KT €
U= =% *)

i aquesta és la llei que’s buscava.
La K és la constant de probabilitat, la mateixa dels

R
gasos monoatdmics i que val N essent R la constant

dels gasos i N la constant d’Avogadro. Respecte a la ¢,
la llei de Wien que expressa que el maxim de intensi-
tat correspon a una freqiiencia v i temperatura T, tals

T
que - = constant, exigeix que
K=hy

(*) L’anomenat principi de equireparticié, segons el qual a cada grau de
llibertat correspdn I’'energia KT, haguera conduit a U=NKT. Perd la llei
de radiacié que d’aixd es dedueix no ve confirmada per la experimentacié ni
déna un valor finit per a les radiacions de indefinidament petita llargada de
ona. Per tant, el principi de equirepartici6 no es verifica. Aqueix és el gran
mérit de Planck d’haver portat a demostrar la necessitat de modificar aquell
principi. Vegi’s (4) (6).
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de manera que la llei definitiva de la radiaci6 vindra
donada per

8nvi A

Uv=—"""

s M
eXT

La constant % s’anomena constant de Planck i la
experimentacié déna

h=06'55 X 10—27 ergs-segon.

2. La teoria que hem exposat és conforme amb els re-
sultats experimentals. Es també la tnica teoria cone-
guda per la que succeeix aixd. No obstant, greus ob-
jeccions s’oposen a la hipdtesi de la variacié discontinua
de l'energia. En efecte, es comprén dificilment com un
oscil'lador, sota l’acci6 continua de la radiacid, absor-
beix energia per quantitats finites. Per eliminar aquesta
dificultat, el mateix Planck ba modificat la teoria ante-
rior suposant l'absorci6 d’energia per un electrén com
un procés continu, de manera que la seva energia no és
necessariament un miltiple enter del quanta correspo-
nent; en canvi, 'emisié si que’s fa per quantitats finites
o quantes. La llei de radiaci6 a qué condueix aquesta
nova hipdtesi és la mateixa que hem trobat abans.



NOTA

2
Jeul e2av Cp2 402
Calcul de U= m . _9(,2 dv.
”2+n02
i C m24ae «_(n2—n2p2
W dv= ‘(72—”2)?_*_(2—”)2 dv= —_'?n—z dv.
° 0 o P o 1+(—E—)
n2—n2
2n . 1
Recordant que nu2—n2=tg «, tenim l——m =cos2a,
+(m2—n2)
. da _ 2p[n2 —n242n2) . n24n 2
i o T 2ndv=4mnp E — o dv.
< o 2 ]
Resulta, doncs, Lokl i N 1 da— 1
, o 4mp ), 4p
2av2
d’on =222






